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5 Êèíåìàòèêà è äèíàìèêà òâåðäîãî òåëà
5.1 Êèíåìàòèêà òâåðäîãî òåëà.
5.1.1 Òâåðäîå òåëî êàê ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Ñòåïåíè

ñâîáîäû.
Èçó÷åíèå äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ïðîâîäèòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî òå-
ëî ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî òâåðäûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó
äâóìÿ ëþáûìè òî÷êàìè íå èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì, ò.å. òâåðäîå òåëî
íå äåôîðìèðóåòñÿ. Äàëåå ìû áóäåì âìåñòî òåðìèíà �àáñîëþòíî òâåðäîå
òåëî� èñïîëüçîâàòü òåðìèí �òâåðäîå òåëî�.

×èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû � ÷èñëî íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí, îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿþùèõ ïîëîæåíèå òåëà â ïðîñòðàíñòâå.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå òâåðäîãî òåëà â
ïðîñòðàíñòâå, íóæíî çàäàòü êîîðäèíàòû òðåõ åãî òî÷åê, íå ëåæàùèõ íà
îäíîé ïðÿìîé. Êàæäàÿ òî÷êà èìååò òðè ñòåïåíè ñâîáîäû, êðîìå òîãî
êàæäàÿ ïàðà òî÷åê æåñòêî ñâÿçàíà óðàâíåíèåì

l2ij = (xi − xj)
2 + (yi − yj)

2 + (zi − zj)
2

Òàêèõ óðàâíåíèé 3, ïîýòîìó ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ðàâíî

3 + 3 + 3− 3 = 6

Ïðè àíàëèçå äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà îáû÷íî âûäåëÿþò ñïåöèàëüíûå
ñëó÷àè äâèæåíèÿ:

Ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå;
Âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå;
Ïëîñêîå äâèæåíèå;
Äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà ñ îäíîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé;
Äâèæåíèå ñâîáîäíîãî òâåðäîãî òåëà.

5.1.2 Ïîñòóïàòåëüíîå, âðàùàòåëüíîå è ïëîñêîå äâèæåíèÿ òâåð-
äîãî òåëà.

Ëþáîå ïðîèçâîëüíîå äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
ñóïåðïîçèöèþ ïîñòóïàòåëüíîãî è âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèé.

Ïîñòóïàòåëüíûì íàçûâàåòñÿ òàêîå äâèæåíèå, êîãäà âñå òî÷êè òå-
ëà äâèæóòñÿ ïî îäèíàêîâûì òðàåêòîðèÿì. Â ýòîì ñëó÷àå ñêîðîñòè âñåõ
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òî÷åê òåëà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè îäèíàêîâû, è åãî äâèæåíèå ìîæ-
íî õàðàêòåðèçîâàòü äâèæåíèåì îäíîé ëèøü òî÷êè òåëà. Àíàëèç òàêîãî
äâèæåíèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ïî çàêîíàì, ñïðàâåäëèâûì äëÿ äâèæåíèÿ ìàòå-
ðèàëüíîé òî÷êè.

Âðàùàòåëüíûì äâèæåíèåì îòíîñèòåëüíî îñè íàçûâàåòñÿ òàêîå
äâèæåíèå, ïðè êîòîðîì òðàåêòîðèè âñåõ òî÷åê òåëà ÿâëÿþòñÿ îêðóæíî-
ñòÿìè ñ öåíòðàìè, ëåæàùèìè íà îäíîé ïðÿìîé, íàçûâàåìîé îñüþ âðàùå-
íèÿ. Ïðè âðàùåíèè òâåðäîãî òåëà ïðîåêöèÿ ðàäèóñ-âåêòîðà êàæäîé åãî
òî÷êè íà ïëîñêîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíóþ îñè âðàùåíèÿ çà ìàëûé ïðîìå-
æóòîê âðåìåíè dt ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà îäèí è òîò æå óãîë d~ϕ. Ñêîðîñòü
èçìåíåíèÿ óãëà

~ω =
d~ϕ

dt

íàçûâàåòñÿ óãëîâîé ñêîðîñòüþ è, òàê æå, êàê d~ϕ ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì. Óã-
ëîâàÿ ñêîðîñòü ñâÿçàíà ñ ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ ëþáîé òî÷êè òåëà ~Vi ñîîò-
íîøåíèåì

~Vi = ~ωi × ~ri ,

ãäå ~ri- ðàäèóñ-âåêòîð ëþáîé óêàçàííîé òî÷êè.
Èçìåíåíèå ~ω ñî âðåìåíåì îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé óãëîâîãî óñêîðå-

íèÿ

~ε =
d~ω

dt

Ïëîñêîå äâèæåíèå. Ïëîñêèì äâèæåíèåì òâåðäîãî òåëà íàçûâàåòñÿ
òàêîå äâèæåíèå, ïðè êîòîðîì òðàåêòîðèè âñåõ åãî òî÷åê ëåæàò â ïàðàë-
ëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ. Ñâÿæåì íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò, äâèæóùåéñÿ
ïîñòóïàòåëüíî, ñ êàêîé-ëèáî òî÷êîé À òâåðäîãî òåëà (òî÷êîé îòñ÷åòà).
Òîãäà ñêîðîñòü ëþáîé äðóãîé òî÷êè Â òåëà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê âåê-
òîðíóþ ñóììó ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò ~Vo (ñêîðîñòü òî÷êè
A ) è ~V ′- îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè òî÷êè B

~V = ~V0 + ~V ′ (1)
Â êà÷åñòâå òî÷êè îòñ÷åòà ìîæåò áûòü âûáðàíà ëþáàÿ òî÷êà òâåð-

äîãî òåëà èëè ïðîñòðàíñòâà (åñëè ïîëîæåíèå ýòîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî
òâåðäîãî òåëà íå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì), ïîýòîìó è ðàçëîæåíèå áóäåò
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íåîäíîçíà÷íûì. Îäíàêî óãîë ïîâîðîòà d~ϕ çà ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìå-
íè dt íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè îòñ÷åòà è ÿâëÿåòñÿ îäèíàêîâûìè äëÿ
âñåõ òî÷åê òâåðäîãî òåëà (ñì.ðèñóíîê).

Âûðàæåíèå (1) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ñëåäóþùåì âèäå

~V = ~Vo + ~ω × ~r,

ãäå ~ω - óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ òâåðäîãî òåëà (íå çàâèñÿùàÿ îò âû-
áîðà òî÷êè îòñ÷åòà),~r- ðàäèóñ-âåêòîð, íà÷àëî êîòîðîãî ëåæèò â òî÷êå
À, à êîíåö â òîé òî÷êå òâåðäîãî òåëà, çà êîòîðîé ìû íàáëþäàåì. Ïî-
ñòóïàòåëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà ~v0- çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè îòñ÷åòà. Òî÷êà
îòñ÷åòà À æåñòêî ñâÿçàíà ñ òâåðäûì òåëîì, íî íåîáÿçàòåëüíî äîëæíà
ëåæàòü âíóòðè íåãî. Â ÷àñòíîñòè, òî÷êó À ìîæíî âûáðàòü òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû ~v0 áûëà ðàâíà íóëþ, â ýòîì ñëó÷àå îñü âðàùåíèÿ, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç òî÷êó À, ÿâëÿåòñÿ ìãíîâåííîé îñüþ âðàùåíèÿ (ìãíîâåííàÿ îñü
âðàùåíèÿ òâåðäîãî òåëà � ïîêîÿùàÿñÿ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà
îñü, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ïîñòóïàòåëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà ðàâíà íóëþ).
Ïëîñêîå äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíî êàê âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå âîêðóã íåêîòîðîé ìãíîâåííîé
îñè.

5.1.3 Äâèæåíèå ñ îäíîé çàêðåïëåííîé òî÷êîé è ñâîáîäíîå äâè-
æåíèå òâåðäîãî òåëà.

Äëÿ òâåðäîãî òåëà ñ îäíîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé ñïðàâåäëèâà òåîðå-
ìà Ýéëåðà: òâåðäîå òåëî, çàêðåïëåííîå â îäíîé òî÷êå ìîæåò áûòü ïå-
ðåâåäåíî èç îäíîãî ïîëîæåíèÿ â ëþáîå äðóãîå îäíèì ïîâîðîòîì âîêðóã
íåïîäâèæíîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó çàêðåïëåíèÿ..

Òàêèì îáðàçîì, äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà, çàêðåïëåííîãî â îäíîé òî÷-
êå, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âðàùåíèå âîêðóã ìãíîâåííîé îñè, ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç òî÷êó çàêðåïëåíèÿ.
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Â ýòîì ñëó÷àå ñêîðîñòü ëþáîé òî÷êè òâåðäîãî òåëà ìîæíî êàê ëè-
íåéíóþ ñêîðîñòü âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ âîêðóã ìãíîâåííîé îñè ~Vi =
~ωi × ~ri. Â ðÿäå ñëó÷àåâ äâèæåíèå òåëà ñ çàêðåïëåííîé òî÷êîé óäîáíî
ïðåäñòàâèòü êàê ñóïåðïîçèöèþ äâóõ âðàùåíèé âîêðóã ïåðåñåêàþùèõñÿ
îñåé.

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà, âðàùàþùåãîñÿ âîêðóã äâóõ ïå-
ðåñåêàþùèõñÿ îñåé � ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ~ω′ âîêðóã OA êîòîðàÿ â ñâîþ
î÷åðåäü âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ~ω0 âîêðóã îñè OB.

Çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè dt òåëî ñîâåðøèò ïîâîðîò d~ϕ′ âîêðóã îñè
OA è ïîâîðîò d~ϕ0 âîêðóã îñè OB. Òàê êàê ìàëûå óãëîâûå ïåðåìåùåíèÿ
ñêëàäûâàþòñÿ êàê âåêòîðà, òî äëÿ ñóììàðíîãî ïîâîðîòà ìîæíî çàïèñàòü
d~ϕ = d~ϕ0 + d~ϕ′. Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà dt ïîëó÷èì

~ω = ~ω0 + ~ω′

Îñü, âîêðóã êîòîðîé â äàííîì ñëó÷àå âðàùàåòñÿ òâåðäîå òåëî (ñ óã-
ëîâîé ñêîðîñòüþ ω) íåïðåðûâíî ìåíÿåò ñâîå ïîëîæåíèå â ïðîñòðàíñòâå
(òàê æå êàê è îñü OA), ïîýòîìó äàæå êîãäà ïî ìîäóëþ ñêîðîñòè ω0 è ω′ íå
ìåíÿþòñÿ, òåëî áóäåò îáëàäàòü óãëîâûì óñêîðåíèåì, òàê êàê ~ω ìåíÿåòñÿ
ïî íàïðàâëåíèþ.

Ñâîáîäíîå äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè À òåëà (ñì. ðèñóíîê) ìîæíî çàïèñàòü

~RA = ~R0 + ~r.

Ñêîðîñòü òî÷êè A òàê æå, êàê è äëÿ ïëîñêîãî äâèæåíèÿ, îïðåäåëÿåòñÿ
èç ñîîòíîøåíèÿ
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~VA = ~Vo + ~ω × ~r

Ïðèíèìàÿ çà íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò x0y0z0 ðàçëè÷íûå òî÷êè òâåð-
äîãî òåëà (èëè òî÷êè âíå åãî) ìîæíî ïîëó÷èòü áåñêîíå÷íî áîëüøîå ÷èñëî
ðàçëîæåíèé åãî äâèæåíèÿ íà ïîñòóïàòåëüíîå è âðàùàòåëüíîå. Îò âûáîðà
ýòîé òî÷êè çàâèñèò ñêîðîñòü V0, íî óãëîâàÿ ñêîðîñòü (è óãëîâîå óñêîðå-
íèå) îò âûáîðà ýòîé òî÷êè íå çàâèñèò.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîëüíîå äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà ìîæíî
ñâåñòè ê ñóïåðïîçèöèè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ âîêðóã ìãíîâåííîé îñè
è ïîñòóïàòåëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ âäîëü ýòîé æå îñè.

5.2 Äèíàìèêà òâåðäîãî òåëà.
5.2.1 Ópàâíåíèå ìîìåíòîâ. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èì-

ïóëüñà.
Ðàññìîòðèì òâåðäîå òåëî êàê ñèñòåìó æåñòêî ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé
ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Ópàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ i-é ìàòåpèàëüíîé òî÷êè
ìàññû mièìååò âèä

mi
d~Vi

dt
= ~Fi +

∑

j 6=i

~fij

ãäå ~Fi- ñóììà âñåõ âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà i-þ ìàòåðèàëüíóþ òî÷-
êó, ~fji- ñèëà, äåécòâóþùàÿ íà i -þ ìàòåpèàëüíóþ òî÷êó cî còîpîíû j
-é ìàòåpèàëüíîé òî÷êè ò.å. âíóòðåííÿÿ ñèëà. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî cèëû
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âçàèìîäåécòâèÿ ÿâëÿþòcÿ öåíòpàëüíûìè, òî åcòü âåêòîpû ~fji è (~ri − ~rj)
êîëëèíåàpíû.

Ïîñëå âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íà ðàäèóñ-âåêòîð
~ri è ïðîâåäåíèÿ ïðîñòåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó÷àåì d

dt

∑
i

mi~ri × ~Vi =

∑
i

~ri × ~Fi +
∑
i

∑
i6=j

ri × ~fij.

Âåëè÷èíà ~L =
∑
i

mi~ri × ~Vi =
∑
i

~ri × ~pi(~pi-èìïóëüñ i-é ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè) íàçûâàåòcÿ ìîìåíòîì èìïóëücà cècòåìû îòíîcèòåëüíî òî÷êè,
âûápàííîé çà íà÷àëî êîîpäèíàò. ~M =

∑
i

~ri×~Fi- ìîìåíò âíåøíèx cèë

îòíîcèòåëüíî òîé æå òî÷êè; âåëè÷èíà
∑
i

∑
j

~ri × ~fij ÿâëÿåòñÿ ìîìåíòîì

âñåõ âíóòðåííèõ ñèë. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìîìåíò âíóòðåííèõ ñèë ðàâåí
íóëþ.

Òî åñòü äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

d~L

dt
= ~M.

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ìîìåíòîâ.
Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóììà ìîìåíòîâ âñåõ âíåøíèõ ñèë ðàâíà íóëþ,

ïîëó÷àåì

d~L

dt
= ~M,

òî åñòü
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~L = const.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëü-
ñà , îáîáùèâ åãî íà ñèñòåìó òåë:

�ñóììàðíûé èìïóëüñ ñèñòåìû òåë îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé òî÷êè ïðî-
ñòðàíñòâà ñîõðàíÿåòñÿ íåèçìåííûì, åñëè ñóììàðíûé ìîìåíò âñåõ âíåø-
íèõ ñèë îòíîñèòåëüíî ýòîé æå òî÷êè ðàâåí íóëþ�.

5.2.2 Îñíîâíîå óðàâíåíèå âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ. Ìîìåíò
èíåðöèè.

Åñëè òâåðäîå òåëî âðàùàåòñÿ âîêðóã çàêðåïëåííîé îñè, òî âåêòîðíîå
óðàâíåíèå ìîìåíòîâ ñâîäèòñÿ ê ñêàëÿðíîìó óðàâíåíèþ. Â ÷àñòíîñòè, åñ-
ëè îñü âðàùåíèÿ ñîâïàäàåò ñ îñüþ êîîðäèíàò z, òî

dLz

dt
= Mz,

ãäå Lz,Mz - ïðîåêöèè ~L è ~M íà îñü z.
Ïðè âðàùåíèè òâåðäîãî òåëà âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè z ñ óãëîâîé

ñêîðîñòüþ ω ñêîðîñòü êàæäîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè miòåëà áóäåò ðàâíà
Vi = ω · ρi, ãäå ρi - åå ðàññòîÿíèå äî îñè z. Ïðîåêöèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà
íà îñü z äëÿ ýòèõ òî÷åê áóäåò ðàâíàLiz = ρimiVi = ωmiρ

2
i . Òàê êàê ω

îäèíàêîâà äëÿ âñåõ òî÷åê ñèñòåìû, òî ìîìåíò èìïóëüñà âñåãî òåëà îòíî-
ñèòåëüíî îñè z ðàâåí

Lz =
∑

i

Liz = ω
∑

i

miρ
2
i = ωJ

Âåëè÷èíó
J =

∑
i

miρ
2
i

íàçûâàþò ìîìåíòîì èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî çàêðåïëåííîé îñè. Ìî-
ìåíò èíåðöèè ÿâëÿåòñÿ ìåðîé èíåðòíîñòè òåëà ïðè âðàùàòåëüíîì äâè-
æåíèè.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì îñíîâíîå óðàâíåíèå âðàùàòåëüíîãî
äâèæåíèÿ òåëà âîêðóã çàêðåïëåííîé îñè z :

d (ωJ)

dt
= Mz
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Òàê êàê âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê â òâåðäîì òåëå íå èçìåíÿåòñÿ
ñî âðåìåíåì, òî ìîìåíò èíåðöèè ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé, è

J
dω

dt
= Jε = Mz,

Ïðè íåïðåðûâíîì ðàñïðåäåëåíèè ìàññ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìîìåíòà èíåð-
öèè ïîëüçóþòñÿ íå ñóììèðîâàíèåì, à èíòåãðèðîâàíèåì ïî âñåìó îáúåìó
òåëà è òîãäà äëÿ ìîìåíòà èíåðöèè ìîæíî çàïèñàòü:

J =

∫
ρ2dm.

Òåîðåìà Ãþéãåíñà-Øòåéíåðà. Åñëè èçâåñòåí ìîìåíò èíåðöèè Jî
îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ, òî ìîìåíò
èíåðöèè òåëà J îòíîñèòåëüíî ëþáîé äðóãîé îñè, ïàðàëëåëüíîé ïåðâîíà-
÷àëüíîé è íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè a îò íåå, ðàâåí

J = J0 + ma2,

ãäå m - ìàññà òåëà.

5.2.3 Òåíçîð èíåðöèè.
Òåíçîð èíåðöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òâåðäîå òåëî çàêðåïëåíî òàêèì îá-
ðàçîì, ÷òî îíî ìîæåò âðàùàòüñÿ âîêðóã íåêîòîðîé íåïîäâèæíîé òî÷êè
O. Ââåäåì â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò
XYZ ñ íà÷àëîì â ýòîé òî÷êå. Ïðîèçâîëüíàÿ i-ÿ òî÷êà òâåðäîãî òåëà ìàñ-
ñû mi áóäåò èìåòü ñêîðîñòü ~vi = ~ω × ~ri, ãäå ~ω - âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè
âðàùåíèÿ òâåðäîãî òåëà, à ~ri - ðàäèóñ-âåêòîð, ïðîâåäåííûé èç íà÷àëà

9



êîîðäèíàò â òî÷êó, ãäå â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè íàõîäèòñÿi-ÿ ìàòåðè-
àëüíàÿ òî÷êà. Ìîìåíò èìïóëüñà ýòîé òî÷êè ðàâåí ïî îïðåäåëåíèþ

~Li ≡ mi~ri × ~vi = mi~ri × (~ω × ~ri) = mi

[
~ω (~ri)

2 − ~ri (~ri~ω)
]
.

Âåêòîðû ~L,~ω,~riìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê â ïðîåêöèÿõ íà îñè ëàáî-
ðàòîðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò XYZ, òàê è íà îñè ñèñòåìû xyz, æåñòêî
ñâÿçàííîé ñ òåëîì.

Ïåðåïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ~Li â ïðîåêöèÿõ íà îñè æåñòêî ñâÿçàííîé
ñ òåëîì ñèñòåìû êîîðäèíàò xyz, íà÷àëî êîòîðîé ëåæèò â òî÷êå Î. Ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî

(~ri)
2 = x2

i + y2
i + z2

i , à ~ri~ω = xiωx + yiωy + ziωz, ïîëó÷àåì





Lix = mi [ωx (x2
i + y2

i + z2
i )− xi(xiωx + yiωy + ziωz)] =

= mi [ωx (y2
i + z2

i )− xiyiωy + xiziωz)] ,
Liy = mi [ωy (x2

i + z2
i )− xiyiωx − yiziωz)] ,

Liz = mi [ωz (x2
i + y2

i )− xiziωx − yiziωy)] .

Ìîìåíò èìïóëüñà âñåãî òåëà ðàâåí ñóììå ìîìåíòîâ èìïóëüñîâ âñåõ
ýëåìåíòàðíûõ ìàññ. Â ìàòðè÷íîì âèäå ìîæíî çàïèñàòü.




Lx

Ly

Lz


 =




Jxx Jxy Jxz

Jyx Jyy Jyz

Jzx Jyz Jzz







ωx

ωy

ωz


 =

=




∑
i

mi (y
2
i + z2

i ) −∑
i

mi (xiyi) −∑
i

mi (xizi)

−∑
i

mi (yixi)
∑
i

mi (x
2
i + z2

i ) −∑
i

mi (yizi)

−∑
i

mi (zixi) −∑
i

mi (ziyi)
∑
i

mi (x
2
i + y2

i )


×




ωx

ωy

ωz




Ñîâîêóïíîñòü 9 âåëè÷èí Jxx, Jxy, Jxz, Jyx, Jyy, Jyz, Jzx, Jzy, Jzz îïðåäå-
ëÿåò òåíçîð èíåðöèè

_

J =




Jxx Jxy Jxz

Jyx Jyy Jyz

Jzx Jzy Jzz


 .
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Îòìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ ìîìåíòà èìïóëüñà ïðèíèìàåò òî÷íî òà-
êîé æå âèä, åñëè âåêòîðû ~L,

⇀
ω,~ri ïðîåöèðîâàòü íà îñè ëàáîðàòîðíîé ñè-

ñòåìû êîîðäèíàò XYZ. Îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ïîêîÿùåéñÿ ëà-
áîðàòîðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîñòîÿííî ìåíÿþòñÿ êîîðäèíàòû xi, yi, zi

êàæäîãî áåñêîíå÷íî ìàëîãî ýëåìåíòà òåëà, ïîýòîìó è êîìïîíåíòû òåíçî-
ðà

_

J ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì. Â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò xyz ðàäèóñ-
âåêòîð ~ri - íåèçìåííàÿ âåëè÷èíà, à ïðîåêöèè óãëîâîé ñêîðîñòè ωx, ωy, ωz

ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì.
Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû òåíçîðà Jxx, Jyy, Jzz íàçûâàþòñÿ îñåâûìè

ìîìåíòàìè èíåðöèè .Íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû Jxy, Jyx, Jxz, Jzx.Jyz, Jzy

íàçûâàþòñÿ öåíòðîáåæíûìè ìîìåíòàìè èíåðöèè .
Òåíçîð èíåðöèè ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, òàê êàê Jxy = Jyx, Jxz =

Jzx, Jyz = Jzy.Ñèììåòðè÷íûé òåíçîð âñåãäà ìîæíî ïðèâåñòè ê äèàãî-
íàëüíîìó âèäó, òî åñòü âûáðàòü òàêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, îïðåäåëåííóþ
ôîðìîé òåëà, â êîòîðîé âñå íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû áóäóò ðàâíû íóëþ.
Ñîîòâåòñòâóþùèå íàïðàâëåíèÿ êîîðäèíàòíûõ îñåé íàçûâàþòñÿ ãëàâíû-
ìè îñÿìè èíåðöèè , à âåëè÷èíû Jx ≡ Jxx, Jy ≡ Jyy, Jz ≡ Jzz - ãëàâ-
íûìè ìîìåíòàìè èíåðöèè . Îñè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç öåíòð ìàññ òåëà,
áóäåì íàçûâàòü öåíòðàëüíûìè îñÿìè , à îñè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç öåíòð
ìàññ è îäíîâðåìåííî ÿâëÿþùèåñÿ ãëàâíûìè, áóäåì íàçûâàòü ãëàâíûìè
öåíòðàëüíûìè îñÿìè .

5.2.4 Âðàùåíèå âîêðóã çàêðåïëåííîé îñè. Ñâÿçü ìåæäó ìî-
ìåíòîì èíåðöèè è êîìïîíåíòàìè òåíçîðà èíåðöèè

Ðàññìîòðèì âðàùåíèå òâåðäîãî òå-
ëà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé çàêðåïëåí-
íîé îñè ÀÀ′, èìåþùåé ïðîèçâîëüíîå
íàïðàâëåíèå â ïðîñòðàíñòâå. Ïðåäñòà-
âèì ðàäèóñ-âåêòîð i-é ìàòåðèàëüíîé òî÷-
êè ìàññû dm â âèäå ~ri = ~di + ~ρi, ãäå
~di ‖~ω , ~ρi⊥~ω (âåêòîð ~ω íàïðàâëåí âäîëü îñè â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì
ïðàâîãî âèíòà). Òàê êàê îñü ÀÀ′ çàêðåïëåíà, òî ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü òî÷-
êè ïåðïåíäèêóëÿðíà ýòîé îñè è ðàâíà ~vi = ~ω × ~ρi. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â
æåñòêî ñâÿçàííîé ñ òåëîì ñèñòåìå êîîðäèíàò xyz îñü ÀÀ′ (ñì ðèñ. 5.2.4)
ëåæèò â ïëîñêîñòè xy, à òåíçîð èíåðöèè èìååò äèàãîíàëüíûé âèä
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_

J =




Jx 0 0
0 Jy 0
0 0 Jz


 .

Âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè áóäåò èìåòü êîìïîíåíòû ~ω = {ωx, ωy, 0} . Â
ñîîòâåòñòâèè ñ Lx = Jxωx, Ly = Jyωy, Lz = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â îá-
ùåì ñëó÷àå (Jx 6= Jy) íàïðàâëåíèå âåêòîðà ìîìåíòà èìïóëüñà, äàæå ïðè
âðàùåíèè âîêðóã çàêðåïëåííîé îñè, íå ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì âåêòî-
ðà óãëîâîé ñêîðîñòè. Êðîìå òîãî, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïîëîæåíèå
âåêòîðà ~L æåñòêî ñâÿçàíî ñ òåëîì. Ïîýòîìó ïðè âðàùåíèè òåëà âåêòîð
ìîìåíòà èìïóëüñà ìåíÿåò ñâîå íàïðàâëåíèå â ïðîñòðàíñòâå. Êîíåö ýòîãî
âåêòîðà îïèñûâàåò îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì, ëåæàùèì íà îñè ÀÀ′. Âåêòîð
~L òàê æå, êàê è ðàäèóñ-âåêòîð, óäîáíî ðàçëîæèòü íà äâå ñîñòàâëÿþùèå �
îäíó, ñîâïàäàþùóþ ñ âåêòîðîì óãëîâîé ñêîðîñòè ~ω, è äðóãóþ, ïåðïåíäè-
êóëÿðíóþ ê íåìó, ò.å. ~L = ~LÀÀ′ + ~L⊥. Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîðíîå óðàâíåíèå
ìîìåíòîâ ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèÿ:

dLAA′

dt
= MAA′ , (2)

dL⊥
dt

= M⊥. (3)

Çäåñü MAA′ � ïðîåêöèÿ ìîìåíòà âíåøíèõ ñèë íà îñü AA′ (âêëþ÷àÿ
ñèëû òðåíèÿ â îñè). Ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ îïèñûâàåò âðàùàòåëüíîå
äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà âîêðóã çàêðåïëåííîé îñè. Ïîñëå ïðåäñòàâëåíèÿ
LAA′ = ωJ , ãäå J � ìîìåíò èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî çàêðåïëåííîé
îñè, óðàâíåíèå (2) ïðèíèìàåò âèä

J
dω

dt
= MAA′ .

Â óðàâíåíèè (3) M⊥ � ýòî ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïðîåêöèÿ ñóììàðíîãî
ìîìåíòà âíåøíèõ ñèë, âêëþ÷àÿ ñèëû óïðóãîñòè, äåéñòâóþùèå íà òåëî
ñî ñòîðîíû îñè. Íàëè÷èå ýòîãî ìîìåíòà ïðèâîäèò ê ïîâîðîòó âåêòîðà
L âîêðóã AA′. Óðàâíåíèå (3) íåîáõîäèìî ðåøàòü, åñëè âñòàåò âîïðîñ î
äåôîðìàöèÿõ, âîçíèêàþùèõ â îñè.

Çíà÷åíèå ìîìåíòà èíåðöèè J òâåðäîãî òåëà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé
îñè, ìîæíî íàéòè, çíàÿ íàïðàâëåíèå ýòîé îñè â ïðîñòðàíñòâå è çíà÷åíèÿ
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êîìïîíåíò òåíçîðà èíåðöèè. Âûðàçèì ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî çà-
êðåïëåííîé îñè AA′ (ñì.ðèñ.5.2.2), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò,
÷åðåç êîìïîíåíòû òåíçîðà

_

J .
Äëÿ ýòîãî çàïèøåì:

LAA′ =
Lxωx + Lyωy + Lzωz

ω
= L cos ϑ,

ãäå ϑ - óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~L è ~ω.
Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

LAA′ = ωJ

LAA′ = Lx · cos α + Ly · cos β + Lz · cos γ,

ωx = ω · cos α, ωy = ω · cos β, ωz = ω · cos γ,

α, β, γ� óãëû, îïðåäåëÿþùèå ïîëîæåíèå îñè AA′ îòíîñèòåëüíî îñåé
êîîðäèíàò. Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà îñè ñèñòåìû êîîðäèíàò íå ÿâëÿþòñÿ
ãëàâíûìè îñÿìè, ïîëó÷àåì:

J = Jxx cos2 α + Jyy cos2 β + Jzz cos2 γ+
2Jxy cos α cos β + 2Jxz cos α cos γ + 2Jyz cos β cos γ

5.2.5 Ñâîáîäíûå îñè.
Îñè âðàùåíèÿ, êîòîðûå â îòñóòñòâèå êàêèõ-ëèáî ñâÿçåé ìîãóò ñîõðàíÿòü
ñâîå ïîëîæåíèå â ïðîñòðàíñòâå, íàçûâàþòñÿ ñâîáîäíûìè îñÿìè òåëà.

Óñòîé÷èâîå âðàùåíèå òâåðäîãî òåëà íàáëþäàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ñâî-
áîäíîé îñè, èìåþùåé ëèáî ìàêñèìàëüíûé, ëèáî ìèíèìàëüíûé ìîìåíò
èíåðöèè. Äëÿ îñè, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé òåëî èìååò ñðåäíèé ìîìåíò
èíåðöèè, âðàùåíèå áóäåò íåóñòîé÷èâûì.

5.2.6 Ñïîñîáû ðàñ÷åòà ìîìåíòîâ èíåðöèè è ìîìåíòû èíåðöèè
íåêîòîðûõ òåë

Ïðè îïðåäåëåíèè ìîìåíòà èíåðöèè òåëà ïðîèçâîëüíîé ôîðìû îòíîñè-
òåëüíî íåêîòîðîé îñè åãî îáû÷íî ïðåäñòàâëÿþò â âèäå ñîâîêóïíîñòè ìà-
ëûõ ýëåìåíòîâ, íàõîäÿò ìîìåíò èíåðöèè êàæäîãî ýëåìåíòà îòíîñèòåëüíî
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âûáðàííîé îñè è, çàòåì, ïðîâîäÿò ñóììèðîâàíèå (èëè èíòåãðèðîâàíèå)
ïî âñåìó îáúåìó òåëà. Åñëè ôîðìà òåëà ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé ãåîìåò-
ðè÷åñêîé ôèãóðîé, òî ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû ìîìåíòà èíåðöèè
çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ, à èíîãäà ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû íåêîòîðûå
ñïåöèàëüíûå ñïîñîáû, êîòîðûå íà îòäåëüíûõ ïðèìåðàõ áóäóò ðàññìîò-
ðåíû íèæå.
ïðÿìîå èíòåãðèðîâàíèå;
èñïîëüçîâàíèÿ ïîäîáèÿ ôèãóð;
èñïîëüçîâàíèå ñâÿçè ìåæäó ìîìåíòàìè èíåðöèè îòíîñèòåëüíî ðàçëè÷-
íûõ îñåé;

Èñïîëüçîâàíèå ñèììåòðèè òåë.
1* Îïðåäåëåíèå ìîìåíòà èíåðöèè òîíêîãî ñòåðæíÿ, îòíîñè-

òåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî ñåðåäèíó (ïðÿìîå èíòåãðèðî-
âàíèå).

Ïóñòü òîíêèé ñòåðæåíü èìååò äëèíó l è ìàññó m. Ðàçäåëèì åãî íà
ìàëûå ýëåìåíòû äëèíû dx, ìàññà êîòîðûõ dm = m

l
dx. Åñëè âûáðàííûé

ýëåìåíò íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè x îò îñè, òî åãî ìîìåíò èíåðöèè dJ =
x2dm, ò.å.

dJ =
m

l
x2dx.

Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå â ïðåäåëàõ îò 0 äî l/2 è óäâàèâàÿ
ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå (äëÿ ó÷åòà ëåâîé ïîëîâèíû ñòåðæíÿ), ïîëó÷èì

J = 2

l/2∫

0

m

l
x2dx = 2

m

l
· x3

3

∣∣∣∣
l/2

0
=

ml2

12
.

2* Îïðåäåëåíèå ìîìåíòà èíåðöèè òîíêîãî ñòåðæíÿ, îòíîñè-
òåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî ñåðåäèíó (ìåòîä ïîäîáèÿ).
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ñòåðæåíü ñîñòîèò èç äâóõ ïîëî-
âèí. Êàæäàÿ èç íèõ èìååò ìàññó m/2 è äëèíó l/2. Âûðàæåíèå äëÿ ìî-
ìåíòà èíåðöèè ñòåðæíÿ äîëæíî âêëþ÷àòü åãî ìàññó è äëèíó, òàê êàê ýòî
åäèíñòâåííûå ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿþùèå åãî èíåðöèîííûå ñâîéñòâà ïðè
âðàùåíèè. Ïóñòü

J = kml2,

ãäå k � íåèçâåñòíûé êîýôôèöèåíò.
Äëÿ êàæäîé èç ïîëîâèí ñòåðæíÿ ïðè âðàùåíèè âîêðóã îñè AA′ ìîæíî

íàéòè ìîìåíò èíåðöèè, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ãþéãåíñà�Øòåéíåðà:

Jl = k
m

2

(
l

2

)2

+
m

2

(
l

4

)2

.

Ïîëíûé ìîìåíò èíåðöèè ñòåðæíÿ

J = 2J1 = 2

(
k
m

2

(
l

2

)2

+
m

2

(
l

4

)2
)

.

Íî ýòîò æå ìîìåíò èíåðöèè, ðàâåí kml2. Òî åñòü

2k
m

2

(
l

2

)2

+ 2
m

2

(
l

4

)2

= kml2

èëè k
4

+ 1
16

= k. Ñëåäîâàòåëüíî,

k =
1

12
,

ò.å.J = 1
12

ml2, ÷òî ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì, ïîëó÷åííûì â ðåçóëüòàòå
ïðÿìîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.
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3* Ìîìåíòû èíåðöèè ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû îòíîñèòåëüíî
ãëàâíûõ öåíòðàëüíûõ îñåé (èñïîëüçîâàíèå ñâÿçè ìåæäó ìîìåí-
òàìè èíåðöèè îòíîñèòåëüíî ðàçëè÷íûõ îñåé). Äëÿ ðàñ÷åòà ìîìåí-
òîâ èíåðöèè ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíêè ñî ñòîðîíàìè a è b è ìàññîé m
âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû åå îñè ñîâïàäàëè ñ ãëàâíûìè öåí-
òðàëüíûìè îñÿìè (ñì.ðèñ.). Äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíêè ëåãêî âû÷èñ-
ëèòü ìîìåíòû èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñåé x è y. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð,
ðàñ÷åò Jx. Ïëàñòèíêó ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñîâîêóïíîñòü òîíêèõ ïî-
ëîñîê, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ìîìåíò èíåðöèè âû÷èñëÿåòñÿ òàê æå, êàê
äëÿ òîíêîé ïàëî÷êè äëèíû a. Ìîìåíò èíåðöèè ïëàñòèíêè îòíîñèòåëüíî
îñè x ðàâåí ñóììå ìîìåíòîâ èíåðöèè ýòèõ ïîëîñîê, ò.å.

Jx =
∑

Jxi
=

∑
1
12

(dm) a2 = 1
12

ma2

.
Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ ìîìåíò èíåðöèè ïëà-

ñòèíêè îòíîñèòåëüíî îñè y

Jy =
1

12
mb2.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìîìåíòà èíåðöèè ïëàñòèíêè
îòíîñèòåëüíî îñè z âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì. Ðàññìîòðèì ìà-
ëûé ýëåìåíò ìàññû δm. Åãî ìîìåíò èíåðöèè δ Jz îòíîñèòåëüíî îñè z
ðàâåí

δJz = δm
(
x2 + y2

)
,

ò.å. ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî

δ Jx = δmx2 + δmy2 = δJx + δJy,

ãäå δ Jy, δ Jx � ìîìåíòû èíåðöèè ýòîãî ìàëîãî
ýëåìåíòà îòíîñèòåëüíî îñåé y è x.

Ýòî æå ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî íå òîëüêî äëÿ îòäåëüíîãî ýëåìåíòà,
íî è äëÿ ëþáîãî ïëîñêîãî òåëà â öåëîì. Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ïðåä-
ñòàâëÿÿ ïëîñêîå òåëî êàê ñîâîêóïíîñòü îòäåëüíûõ ìàëûõ ýëåìåíòîâ è
ïðîèçâîäÿ ñóììèðîâàíèå ïî âñåì ýòèì ýëåìåíòàì.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ Jz:

Jz =
1

12
m

(
a2 + b2

)
.
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4* Ìîìåíò èíåðöèè øàðà (èñïîëüçîâàíèå ñèììåòðèè òåë).
Ñïëîøíîé øàð ìàññû m è ðàäèóñà R ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîâî-
êóïíîñòü áåñêîíå÷íî òîíêèõ ñôåðè÷åñêèõ ñëîåâ ñ ìàññàìè dm, ðàäèóñîì
r, òîëùèíîé dr.

Ðàññìîòðèì ìàëûé ýëåìåíò ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ δ m ñ êîîðäèíàòàìè x,
y, x. Åãî ìîìåíòû èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñåé x, y, z, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
öåíòð ñëîÿ � δJx,δJy,δJz, ðàâíû

δJx = δm
(
y2 + z2

)
, δJy = δm

(
x2 + z2

)
, δJz = δm

(
x2 + y2

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàïèñàòü

δJx + δJy + δJz = 2δm
(
x2 + y2 + z2

)
.

Òàê êàê äëÿ ýëåìåíòîâ ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ x2 + y2 + z2 = r2,òî

δJx + δJy + δJz = 2δmr2.

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âñåìó îáúåìó ñëîÿ ïîëó÷èì

dJx + dJy + dJz = 2dmr2.

Òàê êàê, â ñèëó ñèììåòðèè äëÿ ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ

dJx = dJy = dJz = dJ, à dm = m
dV

V
= m

4π r2dr
4
3
π R3

,

òî

dJ =
2

3
dmr2 = 2m

r4dr

R3
.

Èíòåãðèðóÿ ïî âñåìó îáúåìó øàðà, ïîëó÷àåì

J =

∫
dJ =

R∫

0

2m
r4dr

R3
.

Îêîí÷àòåëüíî (ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ) ïîëó÷èì, ÷òî ìîìåíò èíåðöèè
øàðà îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî öåíòð ðàâåí

J =
2

5
mR2 .
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5.3 Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òâåðäîãî òåëà.
5.3.1 Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âðàùàþùåãîñÿ òâåðäîãî òåëà è ðà-

áîòà âíåøíèõ ñèë.
Ñêîðîñòü i-é ÷àñòèöû òåëà, âðàùàþùåãîñÿ âîêðóã çàêðåïëåííîé îñè ðàâ-
íà

vi = ωρi

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ

K =
∑

i

mv2
i

2
=

1

2

∑
i

miρ
2
i ω

2

òàê êàê óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ äëÿ âñåõ òî÷åê îäèíàêîâà
Ýëåìåíòàðíóþ ðàáîòó âíåøíåé ñèëû íàéäåì êàê ïðèðàùåíèå êèíå-

òè÷åñêîé ýíåðãèè òåëà

δA = d

(
1

2
Jω2

)
= Jω · dω = M||ωdt = M||dϕ

5.3.2 Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïðè ïëîñêîì äâèæåíèè òâåðäîãî
òåëà

Òàê êàê ñóììàðíûé èìïóëüñ ÷àñòèö â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ ðàâåí íóëþ
(
∑
i

mi~ui = 0 ), òî â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà

K =
∑
i

m~v2
i

2
=

∑
i

m (~v0 + ~ui)
2

2
=

∑
i

m (~v2
0 + 2~v0~ui + ~u2

i )

2
=

Mv2
0

2
+

J0ω
2

2

çäåñü ~v0- ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ.
Òåîðåìà Êåíèãà ïðè ïëîñêîì äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà êèíåòè÷åñêàÿ

ýíåðãèÿ ðàâíà ñóììå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ
è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ.
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5.4 Ãèðîñêîïû, âîë÷êè.
5.4.1 Äâèæåíèå ãèðîñêîïà.
Ãèðîñêîï � áûñòðî âðàùàþùååñÿ ñèììåòðè÷íîå òâåðäîå òåëî, îñü âðàùå-
íèÿ êîòîðîãî ìîæåò èçìåíÿòü ñâîå íàïðàâëåíèå â ïðîñòðàíñòâå.

Ïðè áûñòðîì âðàùåíèè âåêòîðû ~L èg~ωîâïàäàþò ïî íàïðàâëåíèþ �
îáà íàïðàâëåíû âäîëü îñè ãèðîñêîïà.

Ïðåöåññèÿ ãèðîñêîïà ïîä äåéñòâè-
åì âíåøíèõ ñèë. Ïðèáëèæåííàÿ òåî-
ðèÿ.

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ãèðîñêîïà, ïî-
êàçàííîãî íà ðèñóíêå. Ïðè äåéñòâèè
íà íåãî ìîìåíòà âíåøíèõ ñèë ñî âðå-
ìåíåì ìåíÿåòñÿ íàïðàâëåíèå âåêòîðà
ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ â ñîîò-
âåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì ìîìåíòîâ.

Ïîñêîëüêó âåêòîðû ~L èg~ωðàêòè÷åñêè
ñîâïàäàþò ïî íàïðàâëåíèþ, òî òåëî ãè-

ðîñêîïà áóäåò ñîâåðøàòü âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå âîêðóã âåðòèêàëüíîé
îñè. Ãîâîðÿò, ÷òî ãèðîñêîï ñîâåðøàåò ïðåöåññèþ.

Ïóñòü óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè ðàâíà ~Ωs òîãäà

d~L =
[
~Ω× ~L

]
· dt

ïîñêîëüêó

d~L

dt
= ~M, ïîëó÷àåì

óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ïðåöåññèþ ãèðîñêîïà
[
~Ω× ~L

]
= ~M,

Â ÷àñòíîñòè, åñëè èçâåñòåí ìîìåíò èíåðöèè ãèðîñêîïà è åãî óãëîâàÿ
ñêîðîñòü âðàùåíèÿ, ìîæíî çàïèñàòü

Ω =
M

L
=

M

Jω
.
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5.4.2 Ãèðîñêîïè÷åñêèå ñèëû.
Ðàññìîòðèì âîçäåéñòâèå ãèðîñêîïà íà ðàìêó, â êîòîðîé îí çàêðåïëåí.
Ïðè ïîâîðîòå ðàìêè âîêðóã îñè OO' áóäåò ïîâîðà÷èâàòüñÿ è îñü ãèðîñêî-
ïà è, ñîîòâåòñòâåííî ìåíÿòü ñâîå íàïðàâëåíèÿ âåêòîð ìîìåíòà êîëè÷å-
ñòâà äâèæåíèÿ. Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ ìîìåíòîâ d~L

dt
= ~M ïîâîðîò âåêòîðà

~L îáóñëîâëåí äåéñòâèåì íà ãèðîñêîï ìîìåíòà ñèë ~M ñî ñòîðîíû ðàìêè.
Âîçíèêíîâåíèå ìîìåíòà ~M îáóñëîâëåíî äåéñòâèåì ïàðû ñèë ~F , ïîêàçàí-
íûõ íà ðèñóíêå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåòüèì çàêîíîì Íüþòîíà ñî ñòîðîíû
îñè ãèðîñêîïà íà ïîäøèïíèêè êðåïëåíèÿ áóäóò äåéñòâîâàòü ñèëû ~F ′. Ýòè
ñèëû íàçûâàþò ãèðîñêîïè÷åñêèìè. Ïîÿâëåíèå ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë íà-
çûâàþò ãèðîñêîïè÷åñêèì ýôôåêòîì. Îí ïðîÿâëÿåòñÿ ó ðîòîðîâ òóðáèí
íà êîðàáëÿõ ïðè ïîâîðîòàõ è êà÷êå, ó âèíòîâûõ ñàìîëåòîâ íà âèðàæàõ.
Îí æå ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé òîãî, ÷òî ãèðîñêîï â êàðäàíîâîì ïîäâåñå ñî-
õðàíÿåò íàïðàâëåíèå ñâîåãî âðàùåíèÿ íåçàâèñèìî îò ïîâîðîòà ïîäâåñà.

Ïðèìåíåíèå ãèðîñêîïîâ � ãèðîêîìïàñ, ãèðîâåðòèêàëü, ãèðîãîðèçîíò,
ãèðîñêîïè÷åñêèé óñïîêîèòåëü êà÷êè.

5.4.3 Âîë÷êè.
Âîë÷êàìè íàçûâàþò áûñòðî âðàùàþùèåñÿ îñåñèììåòðè÷íûå òåëà, èìåþ-
ùèå îäíó òî÷êó îïîðû. Âàæíûì îòëè÷èåì îò ãèðîñêîïîâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
â îáùåì ñëó÷àå âîë÷êè íå èìåþò íè îäíîé íåïîäâèæíîé òî÷êè. Îáû÷íî
öåíòð ìàññ âîë÷êà ðàñïîëàãàåòñÿ âûøå òî÷êè îïîðû. Äëÿ óñòîé÷èâîãî
âðàùåíèÿ âîë÷êó íóæíî ñîîáùèòü äîñòàòî÷íî áûñòðîå âðàùåíèå. Â ýòîì
ñëó÷àå âîë÷îê â ïðîöåññå äâèæåíèÿ ñòðåìèòñÿ çàíÿòü âåðòèêàëüíîå ïîëî-
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æåíèå. Ïðè÷èíîé òàêîãî äâèæåíèÿ âîë÷êà ÿâëÿåòñÿ ñèëà òðåíèÿ ñêîëü-
æåíèÿ. Ñèëà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ ñòðåìèòñÿ óñêîðèòü ïðåöåññèþ âîë÷êà,
÷òî ïðèâîäèò ê ïîäíÿòèþ öåíòðà ìàññ âîë÷êà. Âåëè÷èíà óãëîâîé ñêîðî-
ñòè, ïðè êîòîðîé íàáëþäàåòñÿ óñòîé÷èâîå âðàùåíèå âîë÷êà, îïðåäåëÿåò-
ñÿ åãî ãåîìåòðè÷åñêèìè ðàçìåðàìè.
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